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ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ УПРАВЛЯЕМЫЕ ПРОЦЕССЫ 1

c© А.Г. Иванов , Е.Л. Тонков 2

В ночь с 9 на 10 декабря 2006 года в возрасте 48 лет от сердечного приступа скоро-
постижно скончался мой ученик, один из создателей теории управления почти периодиче-
скими процессами, старший научный сотрудник Института Математики и Информатики
Удмуртского государственного университета Александр Геннадиевич Иванов. Защита док-
торской диссертации Александра Геннадиевича «О некоторых задачах оптимального управ-
ления почти периодическими движениями» планировалась в феврале 2007 года в Институте
Математики и Механики УрО РАН (Екатеринбург). К сожалению, этой защите не сужде-
но было состояться. В этой краткой статье я постараюсь изложить некоторые результаты
диссертации Александра Геннадиевича, представляющие с моей точки зрения наибольший
интерес.

1. Пространство мерозначных почти периодических (п. п.) функций. В зада-
чах управления п. п. процессами возникает необходимость построения теории мерозначных
п. п. функций. Основы такой теории, достаточной для рассмотрения задач оптимизации,
построены в диссертации Иванова.

Для заданного множества U ⊂ Rm обозначим frm(U) — пространство мер Радона
с носителем в U. Если U компактно, то rpm(U) — подмножество в frm(U), состоящее
из вероятностных мер Радона. Пусть µ ∈ frm(U), для всякой непрерывной функции

a : U → R обозначим 〈µ, a〉 =
∫

U
a(u)µ(du). На пространстве frm(U) определим вариацию

|µ|(U) .= sup
‖a‖061

|〈µ, a〉| и (слабую) норму |µ|w =
∞∑

k=1

2−k

1 + ‖ak‖0
|〈µ, ak〉|, где функции ak обра-

зуют счетное всюду плотное множество в пространстве C(U,R) с нормой ‖ · ‖0.
Для дальнейшего важно, что пространство rpm(U) метризуемо, и если метрика ρw в

rpm(U) порождена слабой нормой на frm(Rm), то rpm(U) компактно. Стандартным обра-
зом вводится понятие п. п. по Степанову функции t → µt со значениями в frm(U) : функция
t → µt называется почти периодической в смысле Степанова, если для любой a ∈ C(U,R)
функция t → 〈µt, a〉 п. п. по Степанову. Аналогичным образом определяется почти перио-
дичность функции t → µt по Бору. Для п. п. мерозначной функции естественным образом
строятся ряд Фурье и показатели Фурье. Ивановым показано, что множество Λ(µ) пока-
зателей Фурье п. п. функции t → µt не более чем счётно. Это позволяет говорить о триго-
нометрическом ряде

∑
λ∈Λ(µ)

νλ exp(iλt) и модуле Mod(µ), отвечающим п. п. функции t → µt.

В Λ(µ) фиксируем рациональный базис β1, β2, . . . и при каждом m построим мерозначный
тригонометрический полином

σm
t =

∑

|kp|6(m!)2

p=1...m

m∏

j=1

(
1− |kj |

(m!)2
)
ν

k1
m!

β1+···+ km
m!

βm

exp
(
i
( k1

m!
β1 + · · ·+ km

m!
βm

)
t
)
.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №06-01-00258).
2Текст этих тезисов написан Е.Л. Тонковым.
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Т е о р е м а 1. Для каждой a ∈ C(U,R) lim
m→∞

∫ t+1

t
〈σm

s , a〉 ds =
∫ t+1

t
〈µs, a〉 ds равномерно

относительно t на числовой прямой R.

Если функция t → g(t, u) п. п. по Бору равномерно относительно u ∈ U и u(t) — бо-
ровская п. п. функция, то, как хорошо известно, суперпозиция g

(
t, u(t)

)
тоже п. п. по Бору.

Следующее утверждение дополняет этот результат.
Т е о р е м а 2. Пусть (X, ρ) — компактное метрическое пространство, функция

t → µ t,x со значениями в frm(U) п. п. по Степанову равномерно относительно x ∈ X.
Тогда для всякой функции t → g(t, u), п. п. по Степанову равномерно относительно

u ∈ U, функция t → s(t, x) .=
∫

U
g(t, u)µ t,x(du) п. п. по Степанову равномерно относи-

тельно x ∈ X. Далее, если в дополнение к сказанному, µ t,x — вероятностная мера, то
модуль функции t → s(t, x) не зависит от x и содержится в Mod

(
Λ(µ)

⋃
Λ(g)

)
.

2. Аппроксимационная теорема. В этой, важной теореме утверждается, что вся-
кое мерозначное п. п. управление с любой степенью точности можно аппроксимировать
обычными п. п. управлениями. Пусть δu — мера Дирака, сосредоточенная в точке u ∈ U :
〈δu, a〉 = a(u). Пусть далее, ϕ1, ϕ2 . . . — счетное, всюду плотное множество в простран-
стве K каратеодоревских функций ϕ(t, u) из R × U в R, имеющих конечную норму ‖ϕ‖1 =

=
∫

R
max
u∈U

|ϕ(t, u)|dt. Норму в пространстве S
(
R, rpm(U)

)
п. п. функций Степанова опреде-

лим равенством ‖µ‖w =
∞∑

k=1

2−k

1 + ‖ϕk‖1

∣∣∣
∫

R
〈µt, ϕk(t, ·)〉 dt

∣∣∣.
Т е о р е м а 3. Пусть (X, ρ) — компактное метрическое пространство. Тогда для

каждой равномерной относительно x ∈ X п. п. по Степанову функции t → µ t,x существу-
ет такая последовательность равномерных относительно x п. п. по Степанову функций
t → uk(t, x) ∈ U, что Mod(uk) ⊂ Mod(µ) и lim

k→∞
‖µ(·, x) − δuk(·,x)‖w = 0 равномерно отно-

сительно x ∈ X. Далее, для всякой равномерной относительно u ∈ U п. п. по Степанову

функции g(t, u)
∫ t+1

t
〈δuk(s,x), g(s, ·)〉 ds →

∫ t+1

t
〈µs,x , g(s, ·)〉 ds при k → ∞ равномерно от-

носительно (t, x) ∈ R× X.

3. Теорема А.Ф. Филиппова для п.п. функций. Пусть (X, ρ) — компактное
метрическое пространство, comp(X) — пространство непустых компактных подмножеств
пространства X с метрикой Хаусдорфа dist. Пусть далее, S

(
R, comp(X)

)
— простран-

ство п. п. функций Степанова t → F (t) со значениями в comp(X) и метрикой d(F,G) =

= sup
t

∫ t+1

t
dist

(
F (s), G(s)

)
ds. Далее, для заданной равномерно относительно x ∈ X п. п. по

Степанову функции t → f(t, x) со значениями в сепарабельном банаховом пространстве Y

рассмотрим два (компактных при каждом t) множества N(t) = {x ∈ X : f(t, x) = 0} и
M(t, α) = {x ∈ X : ‖f(t, x)‖ 6 α}.

Формулируемая ниже теорема является аналогом знаменитой теоремы Филиппова.
Т е о р е м а 4. Если d

(
N(t),M(t, α)

) → 0 при α → +0, то N(t) ∈ S
(
R, comp(X)

)
и Mod(N) ⊂ Mod(f). Кроме того, существует такая п. п. по Степанову функция
t → x(t) ∈ N(t), что Mod(x) ⊂ Mod(N).

4. Дифференциальные включения. Рассмотрим управляемую систему

ẋ =
∫

U
f(t, x, u)µt(du), (t, x, u) ∈ R× Rn × Rm, (1)

с равномерно относительно (x, u) п. п. в смысле Степанова функций t → f(t, x, u). Для
заданного компактного множества U ⊂ Rm введем в рассмотрение множество apm(U) до-
пустимых управлений, то есть п. п. по Степанову функций t → µt со значениями в rpm(U).
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Управляемой системе (1) отвечает дифференциальное включение

ẋ ∈ cof(t, x, U), (2)

которое представляет интерес в том случае, если нас интересуют в первую очередь свойства
допустимых движений, то есть п. п. в смысле Бора решений системы (1), реализовавшихся
под действием допустимых управлений и не интересуют управления, на которых реализо-
вались эти движения.

Введем в рассмотрение множество C =
{n+1∑

k=1

λkδuk
: uk ∈ U, λk > 0,

n+1∑
k=1

λk = 1
}

и

функцию (t, u) → gx(t, u) .= ẋ(t) − f
(
t, x(t), u

)
, где x(t) — произвольное фиксированное

решение включения (2). По функции gx и множеству C построим два множества Nx(t) =
= {µ ∈ C : 〈µ, gx(t, ·)〉 = 0} и Mx(t, α) = {µ ∈ C : |〈µ, gx(t, ·)〉| 6 α}.

Т е о р е м а 5. Пусть x(t) — п. п. в смысле Бора решение системы (1), отвечаю-
щее некоторому допустимому управлению. Тогда x(t) является решением включения (2).
Далее, пусть x(t) — п. п. в смысле Бора решение включения (2) и производная ẋ(t) этого
решения почти периодична по Степанову. Тогда если на решении x(t) имеет место равен-
ство lim

α→0
dist

(Mx(t, α),Nx(t)
)

= 0, то существует такое допустимое управление µt ∈ C,

что x(t) является решением системы (1) при управлении µt.
5. Игольчатые вариации допустимых управлений. При доказательстве принци-

па максимума для задачи оптимального управления п. п. процессами требуется построение
допустимых игольчатых вариаций оптимального п. п. управления (то есть таких вариаций,
при которых проварьированное управление сохраняет почти периодичность и модуль). Кро-
ме того, проварьированное управление должно содержать достаточное число параметров.
Такая вариация основана на очень простой идее, но реализация этой идеи требует кропот-
ливой работы, аккуратно проделанной Ивановым.

Для множества ∆ ⊂ R обозначим M(∆) = {µ ∈ apm(U) : Mod(µ) ⊂ Mod(∆)}.
Фиксируем далее такую константу a, что 2π/a ∈ Mod(∆) и вектор ~ϑ = (ϑ1 . . . ϑp),
где 0 6 ϑ1 < · · · < ϑp < a. Обозначим rpm(U)p = {~µ = (µ1 . . . µp) : µk ∈ rpm(U)} и рассмот-
рим допустимую п. п. последовательность {~µ(m)}m∈Z, то есть такую последовательность,
что при каждом ε > 0 и любом k = 1 . . . p множество всех r ∈ Z, для которых
sup
m∈Z

|µk(m + r) − µk(m)|w 6 ε, относительно плотно на R и Mod
({~µ(m)}m∈Z

) ⊂ aMod(∆).

Каждому i = 1 . . . N поставим в соответствие целое число ki и пару
(
~βki , {~νki(m)}m∈Z

)
, в

которой ~βki = (βi1 . . . βi,ki), βij > 0, а ~νki(m) =
(
νi1(m) . . . νi,ki(m)

)
— допустимая п. п. по-

следовательность из
(
rmp(U)

)ki . Обозначим далее V =
{
(~βki , {~νki(m)}m∈Z)

}N

i=1
и с каждым

набором η ∈ V свяжем число ε(η) = min
16i6N

(ϑi+1 − ϑi)/β(η), где β(η) =
N∑

i=1
|~βki |. Построим

далее, при каждом ε ∈ (
0, ε(η)

)
дизъюнктную систему примыкающих друг к другу полу-

интервалов

Tm,i,j(ε, η) =





ma + [ϑi, ϑi + εβi1),

ma +
[
ϑi + ε

j−1∑

`=1

βi` , ϑi + ε

j∑

`=1

βi`

)
, 2 6 j 6 kj

и игольчатую вариацию управления µ̂t :

µt(ε, η) =





µ̂t, t ∈
⋃

m∈Z

(
[ma, (m + 1)a] \

N⋃

i=1

ki⋃

j=1

Tm,i,j(ε, η)
)

νi,j(m), t ∈ Tm,i,j(ε, η), m ∈ Z, 1 6 i 6 N, 1 6 j 6 ki.

(3)
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Оказывается, что вариация, построенная согласно (3), является допустимой вариацией
в следующем смысле: функция t → µt(ε, η) почти периодична по Стапанову и при каждых
допустимых (ε, η) её модуль содержится в aMod(µ̂).

Аналогичным образом строится игольчатая вариация, когда условие ϑ1 < · · · < ϑp ослаб-
лено до условия 0 6 ϑ1 6 . . . 6 ϑp 6 a, но конструкция при этом усложняется.
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